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一．设计原理与方法： 

1.1 国内仪器 

波尔共振仪平面图如下图所示： 

 

 

 

 

 

 

图1 波尔共振仪实图 

 

当摆轮受到周期性强迫外力矩 0 cosM M t
的作用，并在有空气阻尼和电磁阻尼

的媒质中运动时（阻尼力矩为
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）其运动方程为 
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式中， J 为摆轮的转动惯量， k 为弹性力矩， 0M
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则式（1）变为 
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               （2） 

当 cos 0m t  时，式（2）即为阻尼振动方程。 

当 0  ，即在无阻尼情况时式（2）变为简谐振动方程， 0 即为系统的固有频率。

方程（2）的通解为 

   1 2 0cos cost

fe t t          
       （3） 

由式（3）可见，受迫振动可分成两部分： 

第一部分，
 1 cost

fe t   
表示阻尼振动，经过一定时间后衰减消失。 

第二部分，说明强迫力矩对摆轮做功，向振动体传送能量，最后达到一个稳定的

正弦振动状态
 2 0cos t   

。 

 

1.2 国外仪器 

 

我们又搜了一些用国外 Leybold仪器测量扭摆的非线性振动的实验，其仪器实图如

下: 

 

图2 Leybold仪器实图 



 

它测量角度的方法是将细线缠绕在扭摆的圆形铜盘上, 线团绕过滑轮自然下垂.

当扭摆摆动时, 细线随之发生位移, 光电门感应位移的大小, 并将感应信号输入至

CASSY Lab 模数转换器中, 经模数变换后, 数字信号被输入到计算机中, 使用 CASSY 

Lab 软件实时画出波形图和相图。同时，莱宝仪器可通过在摆轮上增加重物引入非线性

因素，其动力学方程如下：  
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与线性方程相比，多了重力矩
' sin ，其中

' rmg  。 

当摆角很小时，

3
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,这就引入了非线性因素。当角度变大时，方程中还会出

现的5次方、7次方项，是导致混沌运动的主要原因。  

虽说莱宝仪器能够产生并且测量摆轮的非线性振动，但是它也有一些美中不足的地

方比如说价格昂贵，误差比较大等。由于莱宝仪器加上的重物不可调，所以在莱宝仪器

上面有所突破时非常困难的。 

 

1.3 实验中研究以下三个问题 

 研究波尔共振仪在每一时刻振动的现象,并画出在不同阻尼情况以及不同强迫力周

期情况下的曲线图 

 研究波尔共振仪振动的情况，包括阻尼振动、受迫振动等线性振动的基础上，施加

配重（一根细铁杆以及若干螺母）构造非线性扭摆，改变的是杆的长度、螺母的个

数以及螺母的高度，并用 OPENCV 软件采集系统采集出其现象 

 丰富动力学图形：改变电机驱动频率，调出二分频，四分频以及混沌的运动状态，

用软件采集，画出时序图和相图。调节螺母位置，画出不同位置情况下的幅频特性

曲线 

 

二．实验仪器与装置: 

我们在国内波尔共振仪基础上进行一些改装：在摆轮的最上方配置一根细铁杆以及

螺母增加非线性，即可构造一个非线性扭摆，使配重的总效果加在 O轴正上方，则扭摆

在 O轴正上方存在一个不稳定平衡位置，在 O轴左右两侧各存在一个稳定平衡位置。 



    下图为实验装置图： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图3 改装后波尔共振仪实图 

       改装后仪器与 Leybold 仪器对比： 

表1 仪器对比 

对比 德国 Leybold 非线性扭摆 改进版波尔共振仪 

价格 7000美元 4000+2元 

误差 外挂传感线，相当于增加了一个很大

的噪声，每时每刻都会产生干扰 

存在较小的系统误差 

调节精度 只能粗略改变重物大小 可以旋转螺母位置连续调节重力矩 

波形图   

 

 

 



三．数据测量与分析: 

3.1 数据采集 

    下图为采集程序截图： 

 

图4 采集程序截图 

左上角为仪器的实时图像，它是通过摄像头采集，经过 opencv平台图像识别得到

的，左下角是摆轮边缘红圆的水平直径与垂直直径，右上角则是计算摆角得到的实时时

序图，每一次是绘出了 400个点，右下角为得到数据的时间以及幅角。 

当然，我们采集历程也不是一帆风顺的。我们起初决定采用图像识别后，首先的想

法就是在摆轮边缘与圆心之间贴一矩形条，匹配像素点后直接最小二乘法拟合得到斜

率，但是结果偏差 10 度左右。然后我们考虑圆的对称性，一开始采用的是提取轮廓、

拟合圆得到圆心，但摄像头两帧之间拖尾现象使得偏差在 5度左右，为了削弱这种现象

的影响，我们提取水平直径与垂直直径，取平均值得到圆心，这样偏差基本稳定在 1

度左右。至于数据处理，则通过 matlab 插值拟合得到。 

下面分别是前后不同算法得到的图形,显然，右侧图像更加光滑。 

 

 

 

 

 

 

图 5 提取轮廓得到的四态相图         图 6 提取直径拟合数据得到的四态相图 



 

 

图7 提取轮廓得到的混沌相图           图8 提取直径拟合数据得到的混沌相图 

3.2 实验结果 

     下面是杆上没有螺母以及螺母在杆上不同位置的幅频特性曲线： 

 

 

图9 无螺母幅频曲线                 图10 一螺母：距顶端0螺纹处幅频曲线 

 

图 11 一螺母：距顶端 6螺纹处幅频曲线   图 12 一螺母：距顶端 12螺纹处幅频曲线 

 



我们的实验完全重现了从正弦到倍周期分岔、最后走向混沌的整个过程。具体各点

图像参照附录（无螺母处参照附录一，一螺母 6螺纹处参照附录二），以下仅贴出混沌、

四态、二态、周期一态图形。 

     

图 13  一螺母 6螺纹处周期一态          图 14  一螺母 6螺纹处周期二态 

     

图 15  一螺母 6螺纹处周期四态          图 16  一螺母 6螺纹处混沌 

 

四．结论： 

 在国内波尔共振仪基础上借助于增加杆与旋转螺母这种巧妙的方法得到了丰富

的动力学图形,而且这是国内首创 

 实验装置经济、简单，但却能够看到德国 Leybold仪器所能得到的所有现象 

 通过改变测量方案得到了比德国莱宝更加光滑美观的时序图与相图 

 

我们还可以利用简单的装置，做其它很多有意义的工作： 

 不同的螺母位置下可以测量出现混沌的区间，可以得到混沌区间与外力矩的关系 

 并联适当阻值的电位器，从而可以微调驱动频率，得到八态以及更复杂的运动规

律，进一步丰富运动学图形 

 走进学校，用于大学生教学实验，让更加多的学生接触混沌，探索混沌的世界 

五．制作成本（明细） 

铁杆与螺母：2元。 



附录一： 无螺母幅频曲线各点图形 

 

 



附录二： 一螺母：6 螺纹处幅频曲线各点图形 

 


